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Die Construktion der Configurationen n, ist bisher nur 
für spezielle Fälle eingehend behandelt worden. Dass die- 
selbe im allgemeinen auf ein Problem zweiten Grades führt, 
also etwa auf die Aufgabe, die Doppelelemente zweier inci- 
denter Punktreihen zu ermitteln, wurde von Martinetti er- 
kannt, welcher auch eine Andeutung über den hierzu füh- 
renden Weg gegeben hat.!) Dieser Gegenstand ist indessen 
interessant genug, um eine ausführlichere Behandlung zu 
verdienen. Im Folgenden soll eine solche gegeben werden. 
Es sollen sich hieran Methoden zur linearen Herstellung 
der Cff. n, anschliessen. Schroeter?) hat zuerst für eine 
spezielle Klasse von Cff. ein derartiges Verfahren angegeben, 
welches auch bei vielen anderen Off. angewendet werden 
kann. Wir werden sehen, dass bei den meisten Uff. n, 
eine lineare Construktion möglich ist. Die Construktions- 
methoden, welche wir angeben werden, sind zwar nicht 
immer durchführbar, versagen aber nur in wenigen Fällen 
ihren Dienst. BR 

81. Definition: Eine ebene Configuration n,; (Cf. n;) ist 
ein ebenes geometrisches Gebilde, bestehend aus n Geraden 
und n Punkten, welche eine solche Lage zu einander haben, 


1) Martinetti. „Sulle configurazione piane 43“. Abschn. 3. Annali 
di matematica pura ed applicata. Ser. II. Bd. 15. 

2) Schroeter. „Über lineare Construktionen zur Herstellung der 
Configurationen ns“ und „Über die Bildungsweise und geometrische 
Construktion der Configurationen 105*. Nachrichten der Königl Gesell- 


schaft der Wissenschaften zu Göttingen. 1888 und 1889. 
1 


6 


dass jede Gerade 3 Punkte enthält und durch jeden Punkt 
8 Gerade hindurchgehen. 

Wir bezeichnen die Punkte der Of. mit n Zeichen z. B. 
den Ziffern 1,2... n und schreiben diese Ziffern in n 
Colonnen, deren jede eine Gerade der Cf. darstellen soll, 
indem sie die drei Ziffern enthält, welche die auf der Ge- 
raden liegenden Punkte bezeichnen. Auf diese Weise ge- 
langen wir zu einer schematischen Darstellung der Of. Jede 
Cf. lässt sich in mannigfacher Weise bezeichnen. Abge- 
sehen davon, dass es gleicheiltig ist, wie wir die Colonnen 
des Schemas und wie wir die Elemente (Ziffern) innerhalb 
jeder einzelnen Colonne anordnen, ist auch die Reihenfolge, 
in welcher wir die Punkte der Cf. mit den Ziffern 1,2..n 
bezeichnen, willkürlich; wir werden daher zwei Cfi, als 
gleich betrachten, wenn das Schema der einen durch eine 
Substitution der Zeichen 1, 2...n in das der andern 
übergeht. 

Aus der Definition der Cff. n, ergeben sich für ihre 
Bezeichnung folgende Eigenschaften: 

1. Jede Colonne enthält 3 Klemente. 

2. Jedes Element kommt in 3 Colonnen vor. 

3. Eine Colonne darf nicht ein und dasselbe Klement 
mehrfach enthalten. 

4. Zwei Oolonnen dürfen nicht in mehr als einem Kle- 
ment übereinstimmen. r 

Jede Gruppierung von n Elementen in n Colonnen, welche 
diese vier Eigenschaften besitzt, wollen wir als Schema 
einer Of. n, oder, wenn ein Missverständnis ausgeschlossen 
ist, kurzweg als eine Of. n,, die Elemente auch als Of.- 
Punkte, die Colonnen als Of.-Geraden bezeichnen, auch wenn 
das Schema seine Entstehung einer geometrischen Of. nicht 
verdankt. Wir wollen jetzt umgekehrt, von irgend einem ' 
solchen Schema ausgehend, untersuchen, wie sich geome- 
trische Off. herstellen lassen, welche dem gegebenen Schema 
entsprechen. 

S 2. Zu einer für alle Cff. n, gültigen Construktion 
verhilft uns eine Eigenschaft, welehe nieht nur diesen, son- 
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dern allen Off. nu!) zukommt; wir wollen daher das Vor- 
handensein dieser Eigenschaft allgemein für die Off. nu 
nachweisen. 

Lehrsatz: In dem Schema einer jeden Of. nu lassen 
sich die Elemente innerhalb der Colonnen in der Weise 
anordnen, dass jede Horizontalreihe?) jedes der Elemente 
1,2... n einmal (und also auch nur einmal) enthält. 

Um diesen Satz zu beweisen, zeigen wir zunächst, dass 
man die Punkte und Geraden der Of. in der Weise einander 
zuordnen kann, dass je ein Punkt und eine durch diesen 
gehende Gerade einander entsprechen. Wir wollen anneh- 
men, dass wir mit einer Anzahl von Punkten und Geraden 
eine solche Zuordnung bereits vorgenommen hätten, wir 
wollen den Complex dieses Geraden mit A, den der Punkte 
mit W, ferner den Complex der übrigen Geraden mit B, 
den der übrigen Punkte mit B bezeichnen. Es entspricht 
dann jedem Punkte von W eine durch ihn gehende Gerade 
von A, und unsere Aufgabe wird offenbar darin bestehen, 
den Complex A so zu erweitern, dass er alle Geraden der 
f. umfasst. Dann wird der Complex MW alle Punkte der 
Cf. enthalten, und die Complexe B und B werden ver- 
schwinden. | 

Wenn eine Gerade b von B einen Punkt b von DB ent- 
hält, so können wir b und b einander zuordnen. Dadurch 
tritt der Punkt b aus B nach A und die Gerade b aus B 
nach A über. ' Dieses Verfahren ist nicht anwendbar, wenn 
alle Geraden von B nur Punkte von X enthalten. 

Wir bezeichnen in diesem Falle alle Punkte von W, 
welche auf einer Geraden von B enthalten sind, mit a, 


1) Unter einer Of Nu verstehen wir hier eine Gıruppierung von 
n Elementen in nColonnen, bei welcher jede Colonne (Gerade) « Elemente 
(Punkte) enthält, jedes Element in « Colonnen vorkommt, und welche 
auch der dritten und vierten der für die Of nz aufgestellten Bedin- 
dungen genügt. 

2) Wir stellen uns vor, dass die Colonnen der Öf. in der Weise 
neben einander geschrieben sind, dass neben dem kten Element einer 


beliebigen Colonne das kte der nächstfolgenden zu stehen komnit. 
i 1x 
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(und, wenn eine Unterscheidung notwendig ist, hinzugefügtem 
zweiten Index), die zugehörigen Geraden, — welche alle 
in A enthalten sein müssen, — mit &,, die auf diesen Ge- 
raden enthaltenen Punkte des Complexes X, welche unter 
den Punkten a, nicht vorkommen, mit a,, die zugehörigen 
Geraden mit a,, die in diesen Geraden enthaltenen Punkte 
von X, welche unter den Punkten a, und a, sich nicht 
befinden, mit a,, die zugehörigen Geraden mit 2,, u. S. f. 
Da n eine endliche Zahl ist, so müssen wir auf diese Weise 
schliesslich zu Punkten a, gelangen, deren zugehörige Ge- 
raden ax nur solche Punkte von W enthalten, welche sämt- 


lich unter den Punkten a,, Aı - - . QAx bereits vorkommen. 
Wir teilen nun den Complex W in zwei Complexe W° und 
A’, deren erster alle Punkte a, . . . ax enthält, während 


der andere aus den übrigen Punkten von VW sich zusammen- 
setzt. Werden die den Punkten von W° zugehörigen Ge- 
raden einem Complex A®, die den Punkten von W’ zuge- 
hörigen Geraden einem Complex A’ zugewiesen, so bilden 
A® und A‘ zusammen den Complex A. 

Nehmen wir an, dass eine Gerade des Complexes A® 
2. B. a; (i Sk) einen Punkt des Complexes ®B z. B. b’ ent- 
hielte. Ist a“; der zu a; gehörige Punkt, so ist derselbe 
wenigstens in einer der Geraden a;_, enthalten. Es sei 
a‘;_, eine solche Gerade, a‘; _, der zu ihr gehörige Punkt. 
Dann ist a‘; _, wenigstens in einer der Geraden a;_, ent- 
halten; es sei a/;_, eine solche Gerade. In dieser Weise 
fortfahrend, gelangen wir zu einer Reihe von Punkten und 
Geraden 

bagras ag, ai RT Re 

deren letzte b’ eine der Geraden des Complexes B ist, welche 
den Punkt a‘, enthält. Diese Reihe hat folgende Eigen- 
schaften. Jeder Punkt — mit Ausnahme von b’ — ist der 
vorhergehenden Geraden zugeordnet- und liegt auf dieser 
Geraden. Jeder Punkt liegt aber auch auf der folgenden 
Geraden. Wir können daher die Zuordnung in der Weise 
ändern, dass wir jedem Punkte die folgende Gerade ent- 
sprechen lassen. Hierbei bleiben die Punkte, welche vor- 


her dem Complex W angehörten, demselben erhalten, ebenso 
bleiben im Complex A alle die Geraden, welche vorher 
darin waren. Ferner aber tritt nun der Punkt b‘, dem 
jetzt die Gerade a‘; zugeordnet ist, aus B nach W, und die 
(rerade b‘, welcher der Punkt a‘, zugehört, aus B nach 
A. über. 

Es ist jetzt nur noch der Fall zu untersuchen, dass 
keine Gerade des Complexes A® einen Punkt des Com- 
plexes ® enthält. Es können dann die Punkte des Com- 
plexes ®, da sie auch in keiner Geraden von B enthalten 
sind, nur in den Geraden des Complexes A’ auftreten. 
Dies ist aber ebenfalls unmöglich. Die Punkte des Com- 
plexes W‘ nämlich, kommen, wie aus ihrer Definition un- 
mittelbar hervorgeht, weder auf den Geraden von B noch 
auf denen von A® vor, sind also auf die Geraden von A’ 
allein angewiesen. Da nun W‘ ebenso viele Punkte enthält 
als A‘ Geraden, jeder Punkt aber in der Cf. « mal vor- 
kommt und jede Gerade « Punkte enthält, so folgt, dass 
die Geraden von A’ überhaupt nur die Punkte von W‘ ent- 
halten. Mithin ist der Complex B und ebenso der Com- 
plex B überhaupt nicht mehr vorhanden, die gewünschte 
Zuordnung der Geraden und Punkte ist also bereits er- 
reicht. 

Wir wollen nun in jeder der Colonnen, welche die Ge- 
raden der Of. bezeichnen, dasjenige Element an die erste 
Stelle setzen, welches den der Geraden zugehörigen Punkt 
bezeichnet. Dann wird die erste Horizontalreihe des Cf.- 
Schemas jedes‘ Element einmal enthalten. Das Schema, 
welches nach Entfernung dieser Reihe zurückbleibt, bezeich- 
net offenbar eine Cf. nu_,, für welche der allgemein für 
Off. nu bewiesene Satz ebenfalls gelten muss. Wir können 
daher innerhalb der Colonnen des Schemas eine derartige 
Anordnung der Elemente treffen, dass die erste Horizontal- 


reihe desselben — die zweite des ursprünglichen — jedes: 


Element einmal enthält. Man ersieht sofort, dass man die 
Elemente der noch übrigen Horizontalreihen, welche stets 
eine Cf. bilden, so anordnen kann, dass auch jede dieser 


Reihen jedes Element einmal enthält. Hiermit ist der oben 
ausgesprochene Satz vollständig bewiesen. 

Wir wollen die oben angegebene Methode anwenden 
auf die 


I am 2. 2 BB BE 
Cf. 20; 9.4=8- 9 11 15%9: 19:27:12 27er 
10.971716 14 18.1319. 13: 16.14.187 2070 


a a Ei 
1421221719: 10.418 = 
19 19 20 20 17 18 
Ordnen wir den Geraden | 
1 DB nr dl. A, Da BE 
85.9.9 © 15,4. 12, 7er Sa De 
17 16 18 13 19 13 16 14.18 20 10.1920 20 T8 
dieser Of. bez. die Punkte 
1:.:,92,2378219:4 1615210773212 FE 
zu, so bilden diese Geraden den Complex A, die zugehörigen 
Punkte den Complex VW. Der Complex B besteht aus den 
(Geraden | 
I Pr SB 
32:4 PER 
10.9 1239787 
der Complex B aus den Punkten 
5:18 1518220: 
Alle auf den Geraden von B gelegenen Punkte gehören zu 
%M, es sind dies die Punkte a,. Unter den Punkten a, 
sind jetzt die Punkte 5 und 7 zu verstehen. 
Die zu ®B gehörigen Punkte 
13 18 15 6 
liegen bez. auf den mit a, zu bezeichnenden Geraden 
4 22 
7: 33358 
13 18 20 10. 
Ordnen wir sie denselben zu und lassen dafür den Punkten 
42 
die Geraden 


12 IE Ba) 
4::21846 12 
9:=14517..19 
} 
entsprechen, so enthält B nur noch die Gerade 3, B nur 
| 10 


noch den Punkt 20. Es sind ferner zu bezeichnen mit 
du die Punkte 1 3 10 mit 


RE R 5 8 13 17 18 mit 
Eee I 247912 1415 19 mit 
(ig ty, 3 09010, 
9 
Punkt 20 liegt auf der zum Punkt 17 gehörigen Geraden 17 
20 
1 
» 17 >, PD] ” PD] ” 1 » i » 8 
17 
1 
” l 2 ” ” Zu B ” » B 
10 
Ordnen wir sun den Punkten 
Zei 1 
die Geraden 
sale] 
DAB‘ 5 
20.17 10 


zu, So ist die gewünschte Zuordnung vollständig durchgeführt. 
Setzen wir nun an die erste Stelle in einer jeden Co- 

lonne dasjenige Element, welches den der betreffenden Ge- 

raden zugeordneten Punkt bezeichnet, und lassen dann die 

erste Horizontalreihe des Schemas fort, so ergeben sich 3 

Polygone: 

1723017.0,.16:2 9 3.3:1028:427°14-11720:6.19,1255713. 18, 


welche die Cf. zusammensetzen. | 

Aus dieser Zerlegung der Cf. lassen sich leicht weitere 
‘ Zerlegungen ableiten. Ordnen wir nämlich auch die zweite 
nnd dritte Horizontalreihe so an, dass jede alle Elemente 
enthält — und dies ist, wenn man solche Anordnungen als 
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gleich betrachtet, welche in einander durch Vertauschung 
von Colonnen und Horizontalreihen übergeführt werden 
können, auf vierfache Weise möglich —, so ergeben sich 
nach Weglassung der zweiten oder dritten Horizontalreihe 
neue Darstellungen der Cf. als Cyklus von Polygonen. Die 
vier wesentlich verschiedenen möglichen Anordnungen sind 


I. | 
1819 1 61713 5 215 714 816 31210 


42011 9 
iı 91716 215 310 3 4 7141120 61912 571318 
91716 215 510 8 1 7141120 61912 A1318 5 


ur 


42011 91819 1 61716 814 715 2 513 31210 
1.-917.16:215 310 8 41219 620 11 1477593712 
91716.215 310 8 11219-.6201114 747878 5 


Ill. 


4201191819: 1°61716.813°7.1522° 5 10973 
1 21716 215 310 8 41219 6201114 7 51815 
91716. 215.310 :8. 112:.192620.1114°7 4123 


IV. 


011-92.1819:.1.61713 5.215277 145167022 87 
91716 215 310 8 4 714 112026 19 922 5 7 77 
716 215-310 8 1: 7 1412207671912 AT 
Lassen wir in diesen Schemen der Reihe nach einmal 
die zweite, dann die dritte Horizontalreihe fort, so erhalten 
wir folgende 8 neue Zerlegungen der Of. in Polygone: . 
1):1 10.5 14.19 3 13 7 68.12.18.15.20 17; 2 1141648) 
2) 135 72091612134; 21461018; 819511 17. 
3) 1105 7 2017, 214681931349; 11 16 1218115. 
1.8.5 14. 19:15. 20.9 16 45-2 1L. 17 8.12 13 Ze a3 
) 110 18 15 11 16 12 13 4 92146819357 2017. 
6) 15313576105 141915209164; 2111781218. 
vH 
1 


42 
1 
9a 


10 18:15 20 17; 2 11.16.49; 35 141926 219% 
3 15 4, 21461057209161218; 81915 11 17.. 


Aus diesen können in derselben Weise noch weitere ab- 
geleitet werden, 
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S 3. Der soeben geführte Beweis ist allgemein gültig 
und umschliesst auch den Fall, dass die Cf. nu in mehrere 
Ci. zerfällt. Der letztere Fall tritt z. B. stets dann ein, 
wenn der Complex A‘ verschwindet. 

Lassen wir aus der Cf. nu » Horizontalreihen fort, so 
bleibt eine Cf. nu_, zurück, welche natürlich auch zerfallen 
kann. Für v—=u—2 erhalten wir ein Polygon oder einen 
Cyklus von Polygonen, von denen jede Seite noch u—2 
weitere Punkte der Cf. enthält, während durch jede Ecke 
noch u—2 Geraden hindurchgehen. Wir ersehen hieraus, 
dass sich jede Of. nu in mehreren geschlossenen Zügen der- 
artig durchlaufen lässt, dass jede Gerade als Seite und jeder 
Punkt als Eckpunkt einmal vorkommt. 

Wenn die gegebene Cf. nu zerfällt, so muss auch jede 
in ihr enthaltene Of. m» (v»<Zu) zerfallen. Wir können 
diesen Satz aber nicht umkehren. Eine Cf. nu kann voll- 
kommen geschlossen sein, so dass man also von jedem ihrer 
Punkte zu jedem andern, auf Cf.-Geraden fortschreitend, ge- 
langen kann, und doch kann der Fall eintreten, dass jede 
in ihr enthaltene Of. n„_-ı zerfällt. Solche Fälle treten auch 
schon bei den Cff. n, auf. Es lässt sich also nicht jede 
geschlossene Cf. n, in einem geschlossenen Zuge durch- 
laufen, man kann vielmehr für jede beliebige Zahl k Off. n, 
bilden, die nieht zerfallen, und welche man doch nicht in 
weniger als in k Zügen durchlaufen kann. 

$ 4. Für die folgenden Untersuchungen, in denen wir 
uns nur noch mit den Off. n, beschäftigen, sei vorausgesetzt, 
dass dieselben nicht zerfallen. 

Sind in dem Schema einer Cf. n, die Elemente in der 
Weise angeordnet, dass jede Horizontalreihe jedes Element 
enthält, so bleibt diese Eigenschaft erhalten, wenn wir die 
Horizontalreihen vertauschen; auch bezeichnet nach dieser 
Vertauschung das Schema dieselbe Of. wie vorher. Wir 
setzen nun eine beliebig gewählte Horizontalreihe an die 
erste Stelle, die beiden anderen bezeichnen eine Anzahl von 
Polygonen. Um dies noch deutlicher hervortreten zu lassen, 
nehmen wir, indem wir die Reihenfolge der Elemente inner- 


halb der Colonnen beibehalten, folgende Anordnung der 
Colonnen vor: Wir wählen als erste Colonne eine beliebige 
und bestimmen die folgenden in der Weise, dass jedes zweite 
Element einer Colonne mit dem dritten der vorhergehenden 
identisch ist. Dies Verfahren lässt sich solange fortsetzen, 
bis wir zu einer Colonne gelangen, deren drittes Element 
mit dem zweiten der zuerst gewählten lentisch ist. Wir 
bezeichnen die Gesamtheit der auf diese Weise erhaltenen 
Colonnen oder Geraden als einen Complex der Cf. Umfasst 
der Complex noch nicht alle Colonnen der Of., so schreiten 
wir zur Bildung eines zweiten, indem wir aus den übrigen 
Colonnen wieder eine beliebige herausgreifen und in der- 
selben Weise wie bei der Bildung des ersten Complexes Jede 
folgende bestimmen. Ist die Cf. mit diesem zweiten Com- 
plexe noch nicht erschöpft, so bilden wir einen dritten, 
vierten u. 8. f. Dass eine solche Bildungsweise möglich ist, 
erkennt man sofort aus dem Umstande, dass jede Horizontal- 
reihe des Schemas jedes Element einmal enthält. Lassen 
wir die erste Horizontalreihe der Of. fort, so bleibt von 
jedem Complex ein Polygon zurück, die zweite und ebenso 
die dritte Horizontalreihe des Complexes giebt zugleich die 
Reihenfolge an, in welcher die Ecken des Polygons auf 
einander folgen. Diese Eigenschaft bleibt erhalten, wenn 
wir die Colonnen eines Complexes eyklisch mit einander 
vertauschen; eine andere Vertauschung ist unstatthaft. 
Wir wollen nun die Complexe, deren Anzahl k sei, in 
folgender Weise anordnen: Wir bestimmen zunächst als 
letzten Complex einen beliebigen; er werde mit C'x, seine 
erste Horizontalreihe mit Rx, das durch die beiden andern 
Reihen dargestellte Polygon mit Px bezeichnet. Besteht die 
Cf. nicht nur aus diesem Complex, so können nicht alle 
Elemente von Px in Rx enthalten sein, wenigstens eins der- 
selben muss in der ersten Reihe eines anderen Complexes 
auftreten. Andernfalls würde nämlich der Complex 0x 
schon für sich allein eine Of. bilden. . Wir stellen einen 
solchen Complex an die vorletzte Stelle und nehmen mit 
seinen Colonnen eine cyklische Vertauschung in der Weise 
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vor, dass das erste Element der letzten Colonne zu den in 
Px enthaltenen Elementen gehört. Der so bestimmte Com- 
plex heisse Cx_,, Rx—, Sei seine erste Horizontalreihe, Px_, 
das in ihm enthaltene Polygon der Of. Ist k>>2, so können 
nicht alle Punkte von Px—, und P; in den Reihen Rx, 
und R;, vertreten sein, vielmehr muss wenigstens einer der- 
selben in der ersten Reihe eines anderen Complexes vor- 
kommen. Wir wählen einen ‘solchen Complex zum dritt- 
letzten Cx-, und bewirken durch ceyklische Vertauschung 
seiner Colonnen, dass das in Rx, enthaltene Element von 
Px-ı oder Px das erste Element der letzten Colonne von 
Cx-. wird. Es ist klar, wie dieses Verfahren fortzusetzen 
ist, und dass wir durch dasselbe zu einer Reihe von Com- 
plexen C,, C,,...Cx mit den ersten Horizontalreihen R,, 
Ra, .... Rx und den Polygonen P,, P,, ... Px gelangen, 
welche die Eigenschaft besitzen, dass der letzte Punkt der 
Reihe R; (i<k) als Punkt der zweiten und dritten Reihe 
erst in einem der folgenden Polygone Pirı . ... Px auftritt. 

S 5. Nachdem die Colonnen der Cf. in dieser Weise 
angeordnet worden sind, wollen wir die Elemente der ersten 
Horizontalreihe des Schemas der Reihe nach durch die 
Zeichen t,, ta, - - ... %n, die der zweiten durch die Zeichen 
Pi; Pa, - » « Pu ersetzen, jedes Element der dritten Reihe 
soll durch das Zeichen ersetzt werden, welches für dasselbe 
Element in der zweiten Reihe eintrat. Wir bezeichen ferner 
mit zn (=l, 2, ... n) diejenige Colonne, deren erstes 
Element r;, mit p; diejenige Colonne, deren erstes Ble- 
ment den Punkt bezeichnet, welcher auch durch das 
Zeichen p; dargestellt wird. Die für die Elemente und 
Colonnen eingeführte Bezeichnung werden wir auch für die 
Punkte und Geraden selbst gebrauchen. Es erhält also 
jeder Punkt und jede Gerade der Of. auf diese Weise zwei 
Namen. Ist @; (i=1, 2,... k) die Anzahl der zum Conı- 
plex C; gehörigen Geraden, so haben wir folgendes Schema 
der Of. 
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Ok. nz 

EEE IBEN ta —1 Te, later. Io +0, 

} Fa PER Pa, —ı Pa, Pa, +1 ed Pa, +0, 

a Be De Dee Pa, + 
In-a,—a,_ + In—a, Ina, +1 In 
Pr-ay—apı tl ° 9 9 + Pro Po-n,rı ° Pr 
Pay HZ en Pro, Toy Hl, Duty ha sr Me 


Wir setzen jetzt für die Punkte und Geraden der Of. 
folgende normale Reihenfolge fest: 


Pl Da +... Prise in 
Auf diese Reihenfolge ist stets Bezug genommen, wenn 
von zwei Elementen (Punkten, Geraden) der Cf. gesagt ist, 
dass das eine dem andern vorausgeht oder folgt. Ausdrücke 
wie „der erste Punkt“, „die letzte Gerade eines Polygons“ 
und ähnliche werden hiernach ebenfalls verständlich sein. 


S6. Man kann die Of. n, auffassen als eine Gruppierung 
von n Geraden r,, Y3=.. In (Bis Par -- » Pn) und n Punkten 
Ps P2 >: Pa (ir Yo» » » En), welche dadurch zustande 
kommt, dass diese zunächst als willkürlich gedachten Elemente 
nach einander 3n Bedingungen (die nicht immer unabhängig 
sind) unterworfen werden, indem wir uns vorstellen, dass 
n Gerade und n Punkte in der Ebene so verschoben werden, 
dass sie die der Of. entsprechende Lage erhalten. Wir 
suchen zunächst eine Figur herzustellen, bei welcher nur 
3 n—1 von den 3 n Bedingungen erfüllt sind: wir ver- 
zichten vorläufig darauf, dass die Gerade r„ den Punkt tn 
enthalten soll. Es ist zu beachten, dass die fortgelassene 
Bedingung durch nichts vor den anderen ausgezeichnet ist. 
Da wir nämlich einen beliebigen Complex an die letzte 
Stelle setzten, und da mit den Geraden desselben jede 
cyklische Vertauschung , vorgenommen werden durfte, so 


7 
kann jede Gerade der Of. an die letzte Stelle treten, r„ ist 
also eine beliebige Gerade der Cf. Da ferner die Horizontal- 
reihen des Schemas beliebig vertauscht werden durften, so 
ist tn ein beliebiger Punkt der Geraden rn. 

Wir construieren nun die in Rede stehende Figur in der 
Weise, dass wir die Punkte und Geraden in der normalen 
Reihenfolge 

Pı Iı Pr la... .. Pn In 
bestimmen und dafür sorgen, dass die 3 n—1 noch be- 
stehenden Bedingungen der Of. erfüllt werden. Dass dies 
möglich ist, ersieht man leicht. Nehmen wir an, wir hätten 
die Elemente 

pP, Iı Pr la...» pi Ti 
bereits construiert. Es ist jetzt der Punkt pi+ı zu bestimmen. 
Wir unterscheiden nun zwei Fälle: 

1. Ist p;+ı nicht der erste Punkt eines der Polygone 
Pı,... Py, so schreibt die Of. dem Punkte vor auf den 
(seraden Ti, Fir, Pirı Zu liegen. Von diesen Geraden 
ist T;41 noch nicht: construiert, wohl aber r;, bei pi+ı sind 
beide Fälle möglich. ‚Je nachdem also pi+ı zu den schon 
construierten Geraden gehört oder nicht, ist der Punkt pirı 
in den Schnittpunkt der Geraden pi+ı und r; zu verlegen, 
oder als beliebiger Punkt von r; arzunehmen. 

2. Ist p;+ı der erste Punkt eines Polygons, p; der letzte 
Punkt desselben Polygons, so muss pi+rı auf den Geraden 
Yirı, Pj, Pirı liegen, von denen höchstens pi+ı schon con- 
struiert ist. Je nachdem dies der Fall ist, oder nicht, ist 
pirı auf der Geraden pi+ı beliebig oder überhaupt beliebig 
anzunehmen. 

Bei der Construktion der nun folgenden Geraden ri+ı 
sind ebenfalls zwei Fälle zu unterscheiden: 

1. Ist ri+ı nicht die letzte Gerade eines Polygons, so 
müssen auf ihr die Punkte pirı, Pi+a, Yirı enthalten sein. 
Von diesen haben wir den ersten schon ermittelt, den zweiten 
noch nieht. Je nachdem nun der Punkt rirı zu den schon 
eonstruierten gehört oder nicht, muss ri+ die Verbindungs- 
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gerade von Pi+ı und Tirı Oder eine beliebige Gerade des 
ersteren Punktes sein. 


2. Ist rirı die letzte Gerade eines der Polygone P,, 
P5,, -». . Pr m die erste Gerade desselben Polygons, 
so muss T;+1 die Punkte Pn, Tirı, Pir+ı enthalten. Die 
Punkte pn und pi+ı sind schon bestimmt worden, tirı da- 
gegen noch nicht; denn bei unserer Anordnung der Of.-Ge- 
raden müssen diejenigen Punkte, welche auf der letzten 
(seraden eines Polygons, aber auf dieser nicht als Eeke 
desselben, auftreten, Kekpunkte eines der folgenden Poly- 
gone sein. Wir haben also r;+ı als die Verbindungsgerade 
von pn und Pi-rı Zu construieren. 


Ist endlich pm der erste Punkt des letzten Polygons und 
construieren Wir rn als die Verbindungsgerade Pm Pan, SO 
wird die‘ construierte Figur 3 n—1 Bedingungen der Of. 
erfüllen. 


S 7. Um auch noch die letzte Bedingung der Cf. zu 

erfüllen, suchen wir in der Reihe der Elemente 
Dir NETT Tr 

das letzte derjenigen auf, welche nach erfolgter Construktion 
der vorangehenden Elemente (und unter Vernachlässigung 
der letzten Of.-Bedingung) noch nicht vollständig bestimmt 
sind, und suchen über dieses Element so zu verfügen, dass 
auch diese Bedingung erfüllt wird, wenn wir nach dem in 
S 6 angegebenen Verfahren die Construktion der Cf. zu 
Ende führen. Es ist klar, dass das gesuchte Element dem 
letzten Polygon (als Ecke oder Seite) angehört; denn der 
erste Punkt dieses Polygons (Pm) ist durch die voran- 
gehenden Elemente noch nicht vollständig bestimmt. Es 
kann nun das gesuchte Element durch die vorausgehenden 
teilweise bestimmt sein, d. h. es kann dasselbe, wenn es 
ein Punkt ist, gezwungen sein, auf einer schon construierten 
(reraden zu liegen, oder, wenn es eine Gerade ist, so Kann 
diese Gerade gezwungen sein, durch einen schon constru- 
ierten Punkt zu gehen; doch ist auch der Fall möglich, 
dass das Element nach Construktion der vorhergehenden 
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noch völlig unbestimmt ist. Diesen Fall, welcher, wie aus 
den Krörterungen des S 6 hervorgeht, nur eintreten kann, 
wenn pm (der erste Punkt des letzten Polygons) das gesuchte 
‚Element ist, kann man aber vermeiden. Da nämlich der 
Punkt tm-ı eine Ecke des letzten Polygons sein muss, so 
kann man durch eyklische Vertauschung der Ecken und 
Seiten des letzteren bewirken, dass Pm = Im-ı wird. Es 
ist dann pm auf der schon construierten Geraden Im—ı ent- 
halten. 


Es sei das gesuchte Element ein Punkt p; und i > m. 
Construieren wir in der S 6 angegebenen Weise die Punkte 
und Geraden 


Dr Daemon, 
deren Gesamtheit mit A bezeichnet sein möge, während die 
übrigen unter dem Zeichen B zusammengefasst werden 
sollen, so erkennt man leicht folgendes: Die Gerade pi ge- 
hört zu B; denn der Punkt p; liegt auf den Geraden ri-ı 
und p;, von denen die erste zu A gehört; er wäre also 
wider die Voraussetzung völlig bestimmt, wenn auch pi zu 
A gehörte. Ist nun 
pzs1, 90 sp = % 
und es ist k > i. Die Elemente 
| Kotbeleı Dee2... one. Da In 
gehören mit Ausnahme des Punktes r, sämtlich zu A. 
Man erkennt dies folgendermassen: Gehört ein von ty 


verschiedener Punkt tr; (j > i) zu B, und ist tr; = pı, 80 
it 1>i(d==iist nieht möglich; denn aus pı = p; würde 
folgen x; = xx) Wäre nun 1 > j, so würde die Gerade 


Y;, welche die Punkte t;, p;, Pj+ı!) enthält, nach Construk- 
tion aller vorangehenden Klemente 


Pı lie. P 
noch nieht völlig bestimmt sein, dies ist aber nicht möglich, 


1) r, kann nicht — r, sein, sonst wäre pj =.r,), da’er der Ge 
raden p} ( r,) vorausgeht, durch die vorangehenden Elemente nicht 
völlig bestimmt, gehörte also entweder zu A, oder wäre mit p; identisch, 


während der Fall p; = r; ausgeschlossen wurde. 
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da p; das letzte derartige Element sein sollte und r; auf p; 
folgt. Es bleibt also nur die Möglichkeit übrig, dass 
‚>1>iist G=l1 ist nicht möglich, wel y =pı 
und p; verschiedene Punkte der Geraden r; sein sollen.) 
Da nun r; zuB geöt und = p, J >1>i ist, 0 
folgt, dass in der Reihe der Elemente 


rt; Pitı Tiri Pit2 »- » »« » Pan In 
schon vor rt; ein von tr, verschiedenes Element (nämlich pı) 
enthalten ist, welches zu B gehört. In gleicher Weise 
können wir aus der Existenz einer in der Reihe 


ti Pit1 »- » » » Pn In 
erthaltenen zu B gehörigen Geraden auf die Existenz eines 
ebensolchen (von tx verschiedenen) Punktes schliessen, 
welcher in dieser Reihe vor der Geraden steht. Ist nämlich 
p; = rı die in Rede stehende Gerade, so gehen durch p; 
die Geraden r;,.1,.p = nm. Da nun gg =n in der 
Reihe 

tı Pit1 » » « +» Pan Ya 
enthalten sein und zu B gehören soll, so ergiebt sich zu- 
nächst | > i, 1 > i. Da der Punkt p; nach Construktion 
der vorangehenden Elemente bestimmt sein soll (weil j >i 
ist), so muss die Gerade pj = rı, auf welcher er liegen 
soll, ihm (in der normalen Reihenfolge) vorangehen. Es 
folgt hieraus j >1. Aus j >i folgt, dass p; zu B gehört, 
aus j > ], dass der Punkt p; = rı in der Reihe der Ele- 
mente 

r; Pıtı 0. ..Pn tn 
vor der Geraden p; steht. Es kann endlich rı nicht mit 
tx identisch sein; denn aus 1 = kK würde folgen j = i, wäh- 
rend j > i sein muss. 

Hieraus ersehen wir, dass jedem Elemente, welches 
1) zu den Elementen rt; pitı - » » Pan tn gehört, 
2) von t, verschieden ist, 
8) zu B gehört, 

ein Element (nach der unter 1) angegebenen Reihenfolge) 
vorangehen muss, welches dieselben drei Eigenschaften be- 
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sitzt. Dies führt zu einem Widerspruch, da die in Betracht 
kommenden Elemente nur in endlicher Zahl existieren.“ 

Wenn wir nun auch die letzte Bedingung der Of. be- 
rücksichtigen, so ergiebt sich aus dem Vorstehenden, dass 
die Elemente 

En Pan Far Pre en Pr-+i 

in dieser Reihenfolge sich als Verbindungsgerade und Sehnitt- 
punkte vorher bestimmter Elemente ermitteln lassen. Wir 
erhalten nämlich: 

Im In = Im vr Pn) = Pu Pan In-ı => In-1 na 

Bere te rer (Pkt Pat) = Pr. 

Andererseits erhalten wir, sobald p; auf der Geraden 

ri-ı angenommen worden ist: 


Do Dar ap r, Dip tr Teen 


RE Pr tk = Tr, (Fan Pr) = Pr. 
Die Of. verlangt noch, dass die Punkte tx = Pi, Pr; 
Prtı (LeSP. In, Pn; Pm, falls k = n ist) in einer Geraden 


liegen. Setzen wir zunächst die Verbindungsgerade 
Drıı Pr — Tı,.den Schnittpunkt (x, Tı-ı) = Pi, 

so beschreibt, indem p; die Gerade r;_ı durchläuft der 
Punkt p‘; eine projektive Punktreihe auf derselben Geraden. 
Damit alle Bedingungen der Cf. erfüllt sind, muss pi =p; 
werden. So gelangen wir zu der Aufgabe, die Doppel- 
elemente zweier ineidenter Punktreihen zu finden. Es giebt 
bekanntlich zwei solche Elemente, deren Ermittelung in 
der Regel eine quadratische Construktion erfordert. 

In ganz ähnlicher Weise lassen sich die Fälle erledigen, 
dass pP; mit pm identisch ist, oder dass das letzte durch 
die vorausgehenden Elemente noch nicht völlig bestimmte 
Element eine Gerade ist. Es kann daher auf eine Be- 
sprechung dieser Fälle verzichtet werden. 


Lineare Construktionen. 
$ 8. Wir haben gesehen, dass die Construktion einer 
jeden Cf. n, dureh eine Anzahl linearer Operationen und 


eine einzige quadratische geleistet werden kann. In beson- 
2 
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deren Fällen reduciert sich aber die Aufgabe, die Doppel- 
elemente zweier incidenter Punktreihen oder Strahlbüschel 
zu ermitteln, auf lineare Construktionen; wir sind dann im- 
stande, die Cf. n, in allgemeinster Weise linear zu con- 
struieren. Auch ist, wenn das in $$ 6—7 angegebene Ver- 
fahren eine quadratische Construktion unvermeidlich macht, 
nicht ausgeschlossen, dass ein anderes Verfahren nur lineare 
Operationen erfordert. 

Ist eine allgemeine lineare Construktion der Of. nicht 
möglich, so gelingt es doch in den meisten Fällen, durch 
lineare Construktion gewisse Arten der verlangten Cf. her- 
zustellen. Derartige Construktionen hat Schroeter zuerst 
für diejenigen Off. angegeben, die sich als Polygone auffassen 
lassen, bei welchen immer die erste, zweite und vierte Ecke 
in einer Geraden liegen. Das Schroetersche Verfahren ist 
auch bei vielen andern Off. anwendbar und ist auch von 
Schroeter selbst zur Herstellung derjenigen Cff. 10, benutzt 
worden, bei denen eine allgemeine lineare Construktion nicht 
gelang. 1m Folgenden soll, ohne dass eine besondere Vor- 
aussetzung über ‘die zu behandelnden Cff. gemacht würde, 
ein Verfahren angegeben werden, nach welchem man zur 
linearen Herstellung derselben gelangt. Bei jeder Of., auf 
welche wir dieses Verfahren anwenden wollen, bedarf es 
allerdings noch einer besonderen Untersuchung, da in ge- 
wissen Fällen das Verfahren illusorisch wird. | 

S 9. Wir haben, um zu einer allgemeinen Construktion 
der Cff. n, zu gelangen, in der Reihe ihrer Elemente 

Dart Da See een 
ein solches gesucht, welches durch die vorangehenden noch 
nicht vollständig bestimmt war, welches selbst aber im 
Verein mit diesen die folgenden Elemente bestimmte. Das 
gesuchte Element ist entweder ein Punkt p; oder eine Ge- 
rade r;; wir wollen diese beiden Fälle vorläufig nicht unter- 
scheiden und das Element mit e; bezeichnen. Der Fall, 
welchen wir früher vermieden, dass nämlich e; nach der 
Construktion der vorangehenden Elemente noch vollständig 
unbestimmt war, ist zwar für unseren gegenwärtigen Zweck 
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günstig, wir wollen ihn aber, da er sich nach der Betrach- 
tung der übrigen Fälle leicht erledigen lässt, vorläufig aus- 
schliessen. 

Wir suchen nun in ’der Reihe der & vorangehenden 
Elemente ein solches auf, welches durch die vorangehenden 
Elemente noch nicht völlig bestimmt ist, nach dessen Con- 
struktion aber die folgenden Elemente bis zu & (mit Aus- 
schluss von & selbst) eindeutig bestimmt sind. Es ist klar, 
dass stets ein und nur ein solches Element vorhanden sein 
muss; wir wollen es &, nennen und durch die Zahl h aus- 
drücken, dass es mit pn oder rn identisch ist. &)n kann 
nach der Construktion der vorausgegangenen Elemente noch 
völlig unbestimmt sein. Wir schliessen aber diesen Fall zu- 
nächst von der Betrachtung aus, da auch er sich später 
leicht erledigen lassen wird. 

Das HElement e; gehört stets dem letzten Polygon an, 
das Element en entweder dem letzten oder dem vorletzten. 
Gehört es dem vorletzten an, so muss &; der erste Punkt 
des letzten Polygons sein. Diese Eigenschaft bleibt für die 
Cf. auch bestehen, wenn wir die Geraden des letzten Com- 
plexes eyklisch vertauschen. Wir wollen wieder eine der- 
artige eyklische Vertauschung vornehmen, dass pm (, der 
erste Punkt des letzten Polygons) identisch mit Im—ı Wird. 

Wir construieren nun die Elemente, welche en voran- 
gehen, nach dem in S 6 angegebenen Verfahren und wollen 
untersuchen, ob und wie es dann noch möglich ist, die Of. 
mit alleiniger Anwendung des Lineals fertigzustellen. Wir be- 
zeichnen die Gesamtheit der Elemente, welche &e, vorausgehen: 


un rj p, 1%) ee ahst, eo Pn-1 Yn—ı (ph) 
mit A, die der übrigen 
(Pr) In Pati Int oe. Pa In 


mit B. 

Nach unseren Annahmen ist &)n mit einem und nur einem 
Element von A incident, die beiden andern Flemente, mit 
denen &, ineidiert, gehören also zu B. Von diesen beiden 
ist stets das eine das auf e) unmittelbar folgende Element 
(en kann nämlich nicht die letzte Gerade des Polygons 

DR 
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Px-ı sein, da diese durch die vorangehenden Elemente voll- 
ständig bestimmt ist), das andere wollen wir mit nE be- 
zeichnen. Von den mit e; ineidenten Elementen muss eins 
und nur eins &; vorangehen, vorn den beiden andern folgt 
das eine unmittelbar auf &;, das andere wollen wir mit 7! 
bezeichnen. | 

Die Elemente en, &i, n®, n! treten in der Reihe 

Pı r} Pp, lg Rare RR Pn In 
entweder in der Reihenfolge 

en &; ne? ni (Fall IL.) 
oder in der Reihenfolge 

Eures als) 
oder in der Reihenfolge 

en AR 8, n!- (Fall II) 
auf. 

Es wird sich zeigen, dass wir in den Fällen I und II 
die Of. auf beliebig viele verschiedene Arten linear ver- 
vollständigen können, dass aber im Falle III keine lineare 
l,ösung des Problems möglich ist. 


Die letzte Gerade r„ enthält die drei Punkte tn, Pn. 
Pm. Es kann der lall eintreten, dass rn mit einem der 
Elemente &n, &i, Pm mit dem andern identisch ist; es ist 
dann rn = nn" = ni. Obwohl die Construktion der Cf. 
für diesen Fall keine Schwierigkeiten darbietet,') wollen 
wir ihn doch für die Folge stets vermieden denken. Es 
ist zu zeigen, dass es stets möglich ist, ihn zu vermeiden. 
Wir führen den allgemeineren Nachweis, dass in allen Fällen, 
in denen — bei der vorliegenden Zerlegung in Complexe — 
die Cf. mehr als einen Complex enthält, durch blosse Aen- 
derung in der Anordnung des letzten Complexes bewirkt 
werden kann, dass r„ von &n und eg; verschieden ist und 
mithin, da der mit tn identische Punkt p, nach Construk- 
tion der vorangehenden Elemente nicht völlig bestimmt sein 
kann, zu A gehört. Ist nämlich die Anzahl k der Com- 


1) Der Fall kann durch dieselben Betrachtungen erledigt werden, 
wie Fall II. 
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plexe grösser als 1, so muss mindestens ein Element von 
Rx — es werde mit v== p bezeichnet, — Ecke eines der 
vorangehenden Polygone sein, sonst würde Cx für sich allein 
eine Cf. bilden. Gehört e) dem letzten Polygone an, so 
gehört p = r zu A, und wir können durch ceyklische Ver- 
tauschung der Golonnen von Cx bewirken, dass p = r der 
erste Punkt der letzten Geraden wird, dieser also zu A 
gehört. Eine solche Vertauschung ist nicht statthaft, wenn 
&}n dem vorletzten Polygone angehört, da in diesem Falle 
die Anordnung der Colonnen des letzten Complexes so ge- 
troffen werden sollte, dass & = pm Mit Tm-ı identisch 
wurde. In diesem Falle kann r„n nicht mit &; identisch 
sein (da rn die Punkte ty, Pn,; Pm = 8; enthält), es ist 
also nur der Fall zu erledigen, dass r„ = &ı wird. Tritt 
dies ein, so haben wir nur nötig, die zweite und dritte Ho- 
rizontalreihe von U, zu vertauschen und die Reihenfolge 
der Colonnen dieses Complexes umzukehren. Alsdann er- 
halten wir als Px dasselbe Polygon wie früher nur mit um- 
gekehrter Reihenfolge der Elemente. Bewirken w’r nun durch 
eine eyklische Vertauschung der Colonnen des letzten Com- 
plexes, dass &; = Pm Mit Im-ı identisch wird, so wird 
das nun mit &) zu bezeichnende Element, mit dem vorher 
so bezeichneten identisch, der nun mit t„n zu bezeichnende 
Punkt aber von dem vorher so bezeichneten verschieden 
sein. Es folgt daraus die Verschiedenheit der Elemente 
mn und &n- Also gehört tn zu. A. 

$ 10. Für alle Fälle gelten folgende Betrachtungen: 

1. Die Elemente ep, &i, n®, n! sind stets von einander 
verschieden; von den Elementen & und nR ist das eine ein 
Punkt, das andere eine Gerade, dasselbe gilt von den Ele- 
menten &; und q!. 

3. Jedes zu B gehörige, von &r, &i, n", n! verschiedene 
Element ist incident mit dem unmittelbar vorhergehenden 
(abgesehen von rn auch mit dem unmittelbar folgenden) 
und einem zu A gehörigen Elemente: 

Ist & eins der in Rede stehenden Elemente, so ist zu- 
nächst Klar, dass e mit dem unmittelbar vorhergehenden 
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Element incidiert. Denn diese Eigenschaft besitzt jedes 
Element der Öf., welches nicht erster Punkt eines Polygons 
ist. Dieser Fall kann aber von den zu B gehörigen Ele- 
menten nur &, und e; betreffen. 

Da &e durch die vorangehenden Elemente vollständig be- 
stimmt sein soll, so muss es mit zweien dieser Klemente 
incident sein. Das (der normalen Reihenfolge nach) erste 
Element, welches mit & incident ist, bezeichnen wir mit e‘; 
es liegt also zwischen &‘ und e noch ein mit & incidentes Ele- 
ment, nämlich dasjenige, welches e unmittelbar vorangeht. 
Es kann e’ mit keinem der Elemente e)n und &; indentisch 
sein, da das auf e° folgende mit &’ incidente Element € 
weder unmittelbar auf 'e’ folgt, noch mit 7® oder n! iden- 
tisch ist. &‘ kann aber auch nicht identisch sein mit nR 
oder n!. ‚Jedes dieser Elemente ist nämlich ineident mit 
dem ihm unmittelbar folgenden Elemente und mit zweien, 
die ihm vorausgehen; diese Eigenschaft hat aber für das 
Element &‘ nicht statt. Wir wollen nun zeigen, dass e° 
zu A gehört. Gehörte das Element e zu B, so wäre es 
incident mit dem ihm unmittelbar vorausgehenden und — 
da es von r„ verschieden ist — auch mit dem ihm unmittel- 
bar folgenden Elemente. Da &° ausserdem mit e incident 
ist, so würde sich ergeben, dass alle drei mit &’ incidenten 
Elemente zu B gehören. Hiermit ist folgendes erwiesen: 
Wenn unter den zu B gehörigen von ey, &, n", n! ver- 
schiedenen Elementen ein solches (e) enthalten ist, welches 
mit keinem Element von A incident ist, so geht demselben 
ein Element (e’) voraus, welches ebenfalls zu B gehört, von 
&n, &i, 7%, ni verschieden und mit keinem Element von A 
ineident ist. Dies führt notwendig zu einem Widerspruch, 
da B nur eine endliche Anzahl von Elementen enthält. 
Hieraus ergiebt sich, dass e mit einem Elemente (e‘) von 
A ineident ist. 

3. Das in der Reihe 

msn Dh Ty 
zuletzt auftretende der Element ey, &i, n®, n! also nt oder 
ni kann mit r„ identisch sein. Es ist alsdann einer der 
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Punkte vr, und pm mit einem der Elemente &) oder e; iden- 
tisch und nach S 9 auch nur einer dieser Punkte. Ist also 
Pım = &n oder &;j, so gehört r„ zu A; ist dagegen tn = En oder 
&, So gehören &) und e; dem letzten Polygone an und sind 
von Pm verschieden; Pm gehört daher zu A. 

Sind 7% und n! von r„ verschieden, also etwa mit p, 
oder rs identisch, so geben uns die Cf.-Bedingungen (mit 
Einschluss der letzten, welche die Ineidenz von tn und In 
ausspricht) eine Vorschrift für die Construktion der auf 7 
folgenden Flemente: 


(Ts) Ps+i Ys+1 ie ee Dn Yn 
Es müssen nämlich (8 10,2) die Elemente 
(TERDE EE . Pn In SOwie Pn 


sämtlich zu A gehören; demnach erhalten wir als Schnitt- 
punkte und Verbindungsgerade: 

Pm tn T!m (In Pu) = Pn Pan In-ı = Ta-1 
MarPpna) ee Paneire. Pst, Is+ı = Th 
("st Pstı) = Pstn (Pstı Is = Ts). 

Da den Bedingungen der Of. zufolge ps+, und r, (oder 
rs und p,) ineident sein sollen, so ergiebt sich folgendes: 

Nachdem die zu A gehörigen Elemente der Reihe nach 
construiert worden sind, sind, wenn auch die letzte Bedingung 
der Cf. berücksichtigt wird, alle auf n folgende Elemente 
mitbestimmt. Wir construieren diese Elemente und fassen 
alle bisher construierten Elemente unter dem Zeichen A’, 
die übrigen unter dem Zeichen B‘ zusammen. Alsdann 
haben wir bei der Wahl von e, und &; dafür zu sorgen, dass 
das durch diese Elemente bestimmte Element 7 mit dem 
unmittelbar folgenden zu A’ gehörigen ineident ist. An die 
Stelle des letzteren Elementes tritt in dem Falle, dass 
n® oder ni! = rn ist, derjenige der Punkte r„ und Pm, 
welcher zu A gehört. 

S 11. Nehmen wir zunächst an, dass einer der Fälle I 
oder II ($ 9) vorliege. Wenn alsdann alle zu A‘ gehörige 
Elemente construiert worden sind, so können nach voll- 
ständig willkürlicher Wahl von n; die übrigen Elemente 
noch so bestimmt werden, dass von allen Bedingungen der 
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Cf. nur eine unerfüllt bleibt. In den beiden angenommenen 
Fällen liegt nämlich zwischen €, und &; keines der Elemente 
n® und n!. Jedes zwischen e)n und &; gelegene Element 
ist also (S 10,2) incident mit dem unmittelbar vorhergehenden, 
dem unmittelbar folgenden und einem zu A gehörigen Ele- 
mente. Ist also &; gewählt, so erhält man in umgekehrter 
Reihenfolge die zwischen &, und e;’gelegenen Elemente mit 
Einschluss von &, selbst, ein jedes als Schnittpunkt resp. 
Verbindungsgerade des folgenden, soeben construierten Ele- 
mentes mit einem solchen von A. Jetzt sind aber auch, wie 
sich aus der Definition des Elementes e; ergiebt, alle auf &; fol- 
gende Elemente bestimmt und können nach dem in S 6 
angegebenen Verfahren erhalten werden. Von diesen 
Elementen sind die auf 7 folgenden schon construiert, con- 
struieren wir daher die noch übrigen Elemente bis zu n, so 
werden von den Sn Bedingungen der Cf. 3n—1 erfüllt sein, 
eine aber nicht. Es wird nämlich bei willkürlicher Wahl 
von &; das Element 7 mit dem folgenden nicht incident 
sein. Damit auch diese Bedingung erfüllt sei, wird &; ge- 
zwungen sein Punkt oder Tangente einer Curve zu sein. 
Unsere Aufgabe wird es also sein, Punkte resp. Tangenten 
dieser Curve in beliebiger Zahl durch lineare Construktionen 
zu ermitteln. | | 

Der Fall III (8 9) ist von den beiden andern wesentlich 
verschieden, weil in diesem Falle das Element n" zwischen 
&n und &; tritt und n? mit keinem zu A’ gehörigen Ele- 
mente incident ist. 

Wir können, abgesehen von der Reihenfolge, in welcher 
die Elemente &y, &i, 7", n! auftreten, noch unterscheiden, 
welcher Art diese Elemente sind. Entweder nämlich ist 


a) En = Pr, &i = Pi, n" eine Gerade, 7! eine Gerade, 


oder b) & = Tn & = T;, 9" ein Punkt; 7! ein Punkt 
oder cC) em =Pn,:ti=LT!; N» eine Gerade, 7! ein Punkt 
oder d) en = In, & = Pi, n" ein Punkt, ni eine Gerade. 


Hiernach sind im ganzen 12 Fälle zu unterscheiden, die 
wir mit 
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Ia, Ib, IG, 1d; 
IE SAH WARE Re 
HNlaxy HH Tec <lilld 
bezeichnen wollen. 

Wir gehen zur Besprechung der einzelnen Fälle über. 

& 12. Fall 1. 

In den Fällen I und II kann &, nicht der erste Punkt 
des vorletzten Polygons sein; sonst hätten wir 7" —= Ym-ı, 
I—-M, &-Dm.. Ks träte "also nl= zwischen en und. g;; 
dies entspricht aber dem Falle III. Im Falle I kann ey 
auch nicht der erste Punkt des letzten Polygons sein, hieraus 
würde nämlich folgen 7% — rn = n, und wir hätten den 
Fall Il. 


Um eine bestimmte Vorstellung vor Augen zu haben, 
erledigen wir zunächst den Fall Ia. Wir haben dann 


eh sem, = pn I =Pi 
(oder als — m ist. m. ro).!) 
Es sei ferner | 
Dr er Den mithin ph =.T5, Pr rtı 
I en ee 


Wir nehmen hier sowie in den später zu behandelnden 
Fällen an, dass die zu A’ gehörigen Elemente schon con- 
struiert worden sind. Wie in $ 11 gezeigt wurde, ist es 
möglich nach willkürlicher Wahl von p; die übrigen Ele- 
mente von B‘ so zu construieren, dass von sämtlichen Be- 
dingungen der Of. nur die eine unerfüllt bleibt, welche die 
Inceidenz der Elemente p; =[rı und pı-ı vorschreibt. Statt 
dessen können wir aber bei dieser Construktion auch so 
verfahren, dass zwar die angegebene Bedingung erfüllt wird, 
dafür aber eine andere unberücksichtigt bleibt. 

Nach $ 10, 2 muss jedes der zu B gehörigen Elemente 


Im Papı ... Ti | Fi Pipı -.. Pr | Pat. Pi 


1) Wir führen hier und im Folgenden nur die Fülle näher aus, in 
denen &, und &; dem letzten Polygon angehören; die Art der Con- 
struktion ist in den andern Fällen genau dieselbe. 
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mit einem Element von A‘ incident sein. Es gehören dem- 
nach zu A‘ die Elemente 


tn Po tern re ee 

| Pi+1 Y4ı...- Pb 
ferner gehören zu A’ die Elemente rn—ı und Pı11. Ist 
daher der Punkt p; gewählt, so können wir den Vor- 
schriften der Of. gemäss folgende Construktionen ausführen: 

1.9; ta Din, (fi, Pin) pe 
ER Prlı th = Tn (In. Th) = Pi 

2. ph =Tr, (u, PH)=Piu ...- lin BD) Pi 

3.21 PıHn = Pie ru (tu pi) Pop 
(M-1, Pı-1) = Pı-ı » . . (Dias Din) = Pr. 

Bei willkürlicher Wahl von p; wird jetzt nur eine Of.- 
Bedingung unerfüllt bleiben. Es werden nämlich in der 
Regel nicht die Punkte 

Pn = tj, pP; und Pjyı 
in einer Geraden (der Of.-Geraden r;) liegen. 

Nun ersieht man aber leicht folgendes: Wenn der Punkt 
p;ı sich in der Ebene bewegt, so werden die übrigen Ele- 
mente von B’ ebenfalls sich bewegen. Insbesondere werden 
die Geraden 

Pi ra -14, rt nd Here 
sich um die festen Punkte t;_ı, Ti, Pı-rı drehen, und es 
werden die Punkte 

mr = Ttj, PP Pie 
die festen Geraden Tn-ı, Pj, Pj+ı durchlaufen. 

Hierbei wird - | 
der von r;+ı beschriebene Strahlbüchel auf die von p» durch- 
laufene Punktreihe, der von r; beschriebene Strahlbüschel 
auf die von p; durchlaufene Punktreihe, der von rı beschrie- 
bene Strahlbüschel auf die von Ppj+ı durchlaufene Punkt- 
reihe projektiv bezogen sein. Da nun die Punkte pn, Pj;, 
Pj-+ in einer Geraden liegen sollen, so werden wir zu fol- 
sender Aufgabe geführt: 

Gegeben sind drei Punkte, Mittelpunkte dreier Strahl- 
büschel, und drei Gerade, Träger dreier Punktreihen. Jedem 


sl 


Strahlbüschel ist eine Punktreihe projektiv zugeordnet. 
Durch jeden Punkt p der Ebene geht ein Strahl eines jeden 
Büschels, jedem dieser drei Strahlen entspricht in der zu- 
geordneten Punktreihe ein Punkt. Verlangt wird, solche 
Punkte zu ermitteln, für welche die auf diese Weise ge- 
wonnenen Punkte in einer Geraden liegen. ‚Jede Lösung 
dieser Aufgabe liefert zugleich eine Lösung der dual gegen- 
überstehenden; denn diese verlangt, in der Ebene Geraden 
von der Beschaffenheit zu ermitteln, dass die drei den 
Schnittpunkten dieser Geraden mit den drei gegebenen ent- 
sprechenden Strahlen sich in einem Punkte schneiden. Es 
ist ohne Weiteres einleuchtend, dass mit der Lösung dieser 
Aufgabe der Fall Ib erledigt ist, in welchem ex = rn. 
€e; = Ti; ist. 

Aber auch die Fälle Ic und Id ergeben sich aus den- 
selben Betrachtungen Im ersten der genannten Fälle ist 
en = Pr, i =Ti, N" = ph ni sell; 

ist ferner 
Dar. IP ‘also pn = ne 
so bestehen die Ungleichungen h <i << j <<]. 

Man erkennt, leicht, wie dieser Fall aus dem ersten (la) 
apzuleiten ist. Für p; tritt die Gerade r;, für die drei 
von p; ausgehenden Geraden 

pr um Tr PBikı = Pıy Pı Pr. Tı 
treten die drei auf r; liegenden Punkte 
(fu, Di) = Pi, u, Pin) = Pr, du, )=ti=Ppi 
ein; die Punkte pn, P;j, Pj+ı haben im vorliegenden Falle 
dieselbe Bedeutung wie im Falle IA. Wenn wir nämlich 
die Gerade r; in der Ebene sich bewegen lassen und für 
ihre jedesmalige Lage die noch fehlenden Elemente ermit- 
teln, indem wir von den Bedingungen der Of. nur die eine 
unberücksichtigt lassen, dass die Punkte pn, P;j, Pia, In 
einer Geraden liegen sollen, so zeigt sich, dass hierbei die 
Punkte p; und p} auf den Geraden p; und ryn-ı, die Punkte 
pir) und p; auf den Geraden pirı und p;, die Punkte pı 
und pjrı auf den Geraden rı und pj+ı projektive Punkt- 
reihen durchlaufen. 
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Hiernach ist es klar, dass die Construktion der Of. an 
die Lösung folgender Aufgabe geknüpft ist: Gegeben sind 
drei Gerade (pi, Pi-+ı, rn), Träger dreier Punktreihen, ferner 
drei Gerade (In-ı, Pj, Pj-+ı), Träger dreier Punktreihen, 
deren jede einer der drei ersten projektiv zugeordnet ist. 
Gesucht werden solche Gerade, welche die drei ersten Gre- 
raden in Punkten schneiden, deren zugehörige wieder ın 
einer Geraden liegen. 


Auf die dual gegenüberstehende Aufgabe werden wir 
durch den Fall Id geführt. 


& 19. Pal 
Wir behandeln zunächst den Fall Ila. 
Wir haben 


Een. Pn. Br Di, de 
Ist ferner 


DIS Fra Dart, wird pı = rn, my, >Tj; 
und.esäst he Ve ich 
Unter den Elementen von A’ sind ($ 10, 2) die folgenden 
sämtlich enthalten: 


CHYPparı nt er | ti Pig re | 
DIFF IH 1 P1727 2573 
ebenso die Gerade r„n_ı und der Punkt Pj+:. 

Wird der Punkt p; beliebig in der Ebene angenommen, 
so werden durch ihn die noch nicht construierten Elemente 
der Cf. bestimmt. Wir erhalten nämlich: 

1. pı ia = tion, (Tier, Pi-ı) = Pin, Pin fig = 
lid oe rec. . Pıtı Ya = I; (In, Ins) = pı =, 
t; Pj+ı —.1j, (1; P;) — Pj, 9.510 mei) sen 
(TirSpir ee Parr 

2.9 ı = Ti, (Hi, DB) = Pin; » - Alten Pa 
Ppı Pırı = Tı. 

Bei diesem Verfahren wird von allen Bedingungen der 
Cf. nur die eine vernachlässigt, welche vorschreibt, dass 
der Punkt p; = rı auf der Geraden rı liegen soll. Wenn 
sich der Punkt p; in der Ebene bewegt, so verändern sich 


BR) 


auch die durch ihn bestimmten Elemente. Hierbei werden 
die Geraden r;_ı und r; Strahlbüschel, die Punkte pırı 
und pı Punktreihen beschreiben, welche zu jenen Strahl- 
büscheln bez. projektiv sind. Die Berücksichtigung der 
bisher noch nicht erfüllten Of.-Bedingung führt uns demnach 
zu folgender Aufgabe: 


Gegeben sind zwei Punkte (ri-ı und r;), Mittelpunkte 
von Strahlbüscheln, und zwei Gerade (pırı und pı), Träger 
von Punktreihen; jede Punktreihe ist auf eins der Strahl- 
büschel projectiv bezogen. Durch diese Beziehungen wird 
jedem Punkte der Ebene eine Gerade zugeordnet und um- 
gekehrt dieser Geraden derselbe Punkt.) Durch jeden 
Punkt nämlich geht ein Strahl eines jeden Büschels und 
jedem dieser Strahlen entspricht ein Punkt der projektiv 
zugeordneten Punktreihe. Die Verbindungsgerade der so 
erhaltenen Punkte ist die dem gegebenen Punkte zuge- 
ordnete Gerade. Gesucht werden solche Punkte, welche 
auf der ihnen zugehörigen Geraden liegen. Durch jede 
Lösung dieser Aufgabe ist zugleich eine Gerade gefunden, 
welche durch den ihr entsprechenden Punkt geht. Die 
Aufgabe, derartige Geraden zu ermitteln, steht der zuvor 
angegebenen dual gegenüber. , Durch ihre Lösung findet der 
Fall Ilb seine Erledigung. 


Vom Falle Ila ist der Fall IId kaum verschieden. 
Wir haben hier 


3 hi Ver, —=in 
nennen vepm,h<i cuts). 
Die Elemente | 


DREI] | ti Pit1:-- - Pı | Pı+rı Tırı Pı42 » » - Pi 
gehören sämtlich zu A‘, ebenso pn und r;. Führen wir die 
folgenden Construktionen aus: 


.p u = Tr, (fin Pi-ı) = Pin Pi-ı ia — Tip 
ar Et (rar, Put) = Pati, PrH Pr = Ta Di 


1) Diese Beziehung drückt eine reciproke Verwandtschaft 2 ten 
Grades aus. 
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(Pu, 1) = 9 9 yo = Tin (in Pia) = Pin 
RE DER: = Din: 
2: p rei, (u, Dip) SP. 2 Sea 
Ppı Puı = Tı 
so gelten für die Elemente 
rin Fi Pi Pr Pi Fi 
genau dieselben Betrachtungen wie im Falle Ila, wir werden 
daher hier zu derselben Aufgabe geführt wie dort. Der 
Fall Ile steht dem Falle Il d dual gegenüber, er erfordert 
also keine neue Überlegung. 
S 14. Fall II. 
Wir behandeln den Fall IlIla. Es ist 
en = Pr &i = Pi, N = Pr N = Pi ') 
pr = I, Pr mel, DPI > Ip pie zu h Fu: 1 a l. 

Unter den in A’ enthaltenen Elementen sind in unserem 
Falle auch die folgenden: 

Yn Pı+1 »».. Pj | Pjtı Yıjırı eis» di | t; Piti----Pı 
ebenso PI-- 

Wir können nun folgende Construktionen ausführen: 

1. Wir nehmen auf r„-ı den Punkt p) beliebig an und 
ermitteln . | 
Part = Tim (in PaH) = Pay»... > Mi pP) = Pi. 

2. Wir nehmen auf pj+ı den Punkt pj+. willkürlich an 
und ermitteln 
Pia tin = Tun (Dj Pi) = Pi . - - Pt = 

1721, 

38. Wir legen durch r; eine beliebige Gerade r; und 
ermitteln 
en Piry.Pitı Yırı = Dino „ae 

Pı, Pı Pıtı = Tı. 
Aus dieser Construktion ergiebt sich: 


1) Auf die unwesentlichen, die Art der Construktion in keiner Weise 
verändernden, Modifikationen, welche erforderlich sind, falls eines der 
Elemente e,) und &; mit p „ identisch ist, gehen wir auch hier nicht 
näher ein, 


{5} 
3) 


Durchläuft pn die Gerade rn—ı, so beschreibt p; auf p; 
eine projektive Punktreihe. 

Durehläuft pjrı die Gerade pj+ı, So beschreibt ri-ı 
einen projektiven Strahlbüschel um t;_ı. 


Dreht sich r; um den Punkt t;, so beschreibt rı einen 
projektiven Strahlbüschel um Ppı+ı. 

Berücksichtigen wir noch, dass die Punkte pn = v;, pj, 
Pjrı in einer Geraden (r;) liegen, und dass die Geraden 
Pit, Fi, Fı = pı durch einen Punkt (p;) gehen sollen — 
die einzigen nach unseren Construktionen in der Regel nicht 
erfüllten Of.-Bedingungen, — so werden wir zu folgender 
Aufgabe geführt: 

Es sind gegeben zwei projektive Punktreihen, eine zu 
einem Strahlbüschel projektive Punktreihe und zwei projekK- 
tive Strahlbüschel. Es wird gefordert, entsprechende Ele- 
mentenpaare von der Beschaffenheit zu ermitteln, dass die 
drei Punkte in einer Geraden liegen und die drei Geraden 
durch einen Punkt gehen. Auf dieselbe Aufgabe führt 
der Fall IIIb. 

Aus ähnlichen Betrachtungen ergiebt sich, dass der 
Fall IlIe auf folgende Aufgabe führt: 

Es sind drei Gradenpaare a, a,; b, bi; 6, c, gegeben. 
Die Punkte von a sind auf die Punkte von a,, die Punkte 
von b auf die Punkte von b,, die Punkte’ von e auf die 
Punkte von c, projektiv bezogen. Es sollen Punkte a, a,; 
b, b,; c, c,, welche bez. auf a, a,; b, b,; c, cı gelegen 
sind, ermittelt werden in der Weise, dass a und a,, b und 

b,, c und c, einander entsprechen und dass a, a, und b in 
_ einer Geraden, b,, c und c, in einer zweiten Geraden liegen. 

Der Fall IlId führt auf die dieser Aufgabe dual gegen- 
überstehende. 

$ 15. Es bleibt uns noch die Besprechung der beiden 
in S 9 ausgeschlossenen Fälle übrig. 

Ist das Element e; durch die vorangehenden Elemente 
noch garnicht bestimmt, so muss ( = m) &i = Pm Sein. 
Der Punkt tm_ı muss mit einer Ecke des letzten Polygons 
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identisch sein. Bewirken wir durch eine eyklische Ver- 
tauschung der Geraden des letzten Complexes, dass diese 
Ecke die erste des letzten Polygons wird, und ändern wir 
die Bezeichnung der Ecken und Seiten dieses Polygons so 
um, wie es der neuen Anordnung entspricht, so wird der 
vorher mit pm bezeichnete Punkt jetzt etwa das Zeichen 


ps = rı erhalten (s > m, t > m). Man erkennt leicht, 
dass’ nun &p —= Im = Im-i,6:ı =D, Oder m 
ps oder = ri, 7" = rn = N wird, woraus sich ergiebt, 


dass wir einen der Fälle IIa oder Ile haben. 

Ist das Element e) durch die vorhergehenden noch gar 
nicht bestimmt, so ist es erster Punkt des vorletzten oder 
letzten Polygons. 

Es sei zunächst en = Pn der erste Punkt des Polygons 
Py-ı, dann st(i= m) & = pm. Die Gerade pı, muss 
nun Seite eines der Polygone Px_ı oder Px Sein. Im 
ersteren Falle genügt es, eine Neuordnung der Complexe 
der Cf. in der Weise vorzunehmen, dass der Complex Ox-ı 
an die letzte Stelle tritt — was immer möglich ist —; dann 
ist der vorliegende Fall auf den vorigen zurückgeführt. 

Gehört die Gerade pn dem letzten Complex an und ist 
Pn = Is, also pn = ts (S > m), so haben wir folgende 
zu X‘ gehörige Elemente | 
Un Pan+l TntHl » » » «+ Pm-ı | Im Pm+t1 » ». .» Ps | Ps+1 ts+ı 

ae 

Wir legen durch tr) die Gerade r„) beliebig hindurch 
und construieren folgende Elemente: 

(Cm Pat) — Potı, Pırı Inf = Torn -» (’m-3; Pm-ı) 
— Pn-ı- 

Wird nur der Punkt tm-ı = Pm willkürlich gewählt, 
so ergiebt sich weiter: 

1. Pm Im = Im, (m, Pınt1) = Pmt1 « - + (Ps, Ps) = Pa. 

2. Pm In = In, (Fun, Pn) = Pn, Pan In = Tan » 
(Fer, Ps-+ı) — Ps+i- 

3. P?m Pm-ı = Im-1 [Ems In) = Dn=ertE 

Sollen alle Bedingungen der Of. erfüllt sein, so müssen 
noch die Punkte ps, Ps+ı, Ts in einer Geraden (ts) liegen. 
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Man ersieht hieraus, dass dieser Fall zu derselben Aufgabe 
führt, wie der Fall Ia. 

Den Fall, dass e, erster Punkt des letzten Polygons 
und nach Construktion der vorangegangenen Elemente noch 
ganz unbestimmt ist, wollen wir, um eine kurze Bezeichnung 
zu haben, „Fall IV“ benennen. Wir werden zeigen, dass 
dieser Fall sich stets durch cyklische Vertauschung der 
(seraden des letzten Complexes Cx auf einen der Fälle I 
oder II zurückführen lässt. 

‚Jedes Klement (Kcke, Seite) des letzten Polygons ist 
mit den beiden ihm benachbarten ineident; dies gilt auch 
von dem ersten Punkt und der letzten Geraden des Poly- 
gons, wenn man diese Elemente als benachbarte auffasst. 
Es ist in unserem Falle das Element en noch mit einem 
ihm nicht benachbarten Elemente incident, welches wir mit 
nn bezeichnen; ebenso ist e; mit einem ihm nicht benach- 
barten Elemente n; ineident. Man erkennt leicht, dass von 
allen Ecken und Seiten des Polygons P, nur die Elemente 
En, &i, Nun, Ni die Eigenschaft haben, auch mit einem nicht 
benachbarten Elemente von P, incident zu sein. Die Ele- 
mente &n, &i, Nn, Ni Spielen daher eine ausgezeichnete Rolle, 
welche sie nicht verlieren, wenn die Geraden von Cx 
eyklisch vertauscht werden. Unter den Elementen &n, &;, 
7m, 9: Sind zwei Punkte und zwei Gerade; wir bezeichnen 
die Punkte mit &e, und &, die durch &, gehende nicht be- 
nachbarte Gerade mit n,, die durch e, gehende nicht be- 
nachbarte Gerade mit 7,. Die neu eingeführte Bezeichnung 
ist so zu verstehen, dass &,, &g, N, 7, immer diese ganz 
bestimmten Punkte und Geraden der Of. angeben, unab- 
hängig von der Stelle, welche dieselben infolge der An- 
ordnung der CÖf.-Elemente erhalten. Hingegen bezeichnen 
wir mit &), und e; (ohne den Indices h und i eine weitere 
Bedeutung beizulegen) bei den verschiedenen, durch eyklische 
Vertauschung der Geraden von Cx hervorgerufenen, An- 
ordnungen das jedesmalige vorletzte resp. letzte Element, 
welches nach der Construction der vorangegangenen noch 
nicht bestimmt ist, ferner mit 7n und ni die bez. mit en 


9 
9] 
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und &; incidenten aber nicht benachbarten Elemente. Aus 
der für die Elemente &, &, 71, 7. eharakteristischen Kigen- 
schaft ergiebt sich, dass dieselben mit den Elementen en, 
&i, Nn, Ni identisch sein müssen, nur wird die Reihenfolge, 
in welcher die Identitäten stattfinden, bei den cyklischen 
Vertauschungen sich verschieben. Doch kann diese Reihen- 
folge angegeben werden, sobald die Reihenfolge, in welcher 
die Klemente &, &3, 71, 72 auftreten, bekannt ist: Von diesen 
Elementen ist das zuerst auftretende mit &), von den übrigen 
dasjenige mit demselben Index mit nn, von den jetzt noch 
zurückbleibenden das vorausgehende mit &;, das folgende 
mit 7; identisch. Es ist anch leicht, jedesmal anzugeben, 
welcher Fall vorliegt’, Wird einer der Punkte &,, & erste 
Ecke des letzten Polygons, so haben wir den Fall IV, 
sonst tritt einer der Fälle I und.Il oder der Fall III ein, 
je nachdem die Indices der beiden zuerst auftretenden Ele- 
mente verschieden oder gleich sind. 

Nehmen wir zunächst an, dass &, und 7, incident also 
auch benachbart sind, dann kann nicht zugleich & auf 7, 
liegen, also können &, und 7, auch nicht benachbart sein. 
Bewirken wir durch eine cyklische Vertauschung, dass 7 
“Jie erste Seite von Px wird, so ist e, entweder die zweite 
Ecke von Px, und wir haben einen der Fälle I und II, 
da &, und 7% nicht benachbart sind, oder e, wird die erste 
Ecke von Px. Im letzteren Falle können wir 7, zur letzten 
Seite von Px machen; dann wird &, die letzte Fcke, die 
erste (n, benachbarte) Ecke muss von &, verschieden sein. 
Diese Anordnung entspricht wieder einem der Fälle I und II. 

Der Fall, dass der Punkf e, auf der Geraden 9, liegt, 
ist von dem eben behandelten nur durch die Bezeichnung 
verschieden. 

Wenn weder & auf n, noch &, auf n, liegt, so können 
nicht zwei der Elemente &,, &, 71, 7, benachbart sein. Es 
ist daher möglich, durch eyklische Vertauschung der Geraden 
von Öx die Elemente &, &, 7, 7, aus der Reihenfolge, in 
welcher sie auftreten, in jede andere überzuführen, welche 
aus der bestehenden durch eyklische Vertauschung gewonnen 
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werden kann. Machen wir zuerst 7,, dann n, zur ersten 
Seite von Px, so ist beidemal der Fall IV ausgeschlossen. 
Dass wir bei beiden Anordnungen den Fall III erhalten, 
ist nur dann möglich, wenn die betrachteten Elemente in 
der Reihenfolge 7, &, 72, & (resp. einer durch eyklische 
Vertauschung aus dieser abgeleiteten) auftreten. Machen 
wir jetzt aber z. B. e, zum zweiten Punkt von Px, so er- 
halten die Klemente die Reihenfolge &, 7, &, n,, und wir 
haben den Fall 11. | 

Hiermit ist erwiesen, dass der Fall 1V sich immer auf 
einen der Fälle I und 11 zurückführen lässt. 

S$ 16. Man erkennt leicht, dass in den Fällen I und II 
das gesuchte Element &e; Punkt oder Tangente einer durch 
die vorangegangene Construktion bestimmten Kurve dritter 
Ordnung resp. Klasse sein muss. 

Wir kommen zunächst auf die Aufgabe zurück, auf 
welche wir bei der Besprechung des Falles la geführt 
wurden, und wollen jetzt die Mittelpunkte (ti-1, ti, Pı-ı) 
der drei Strahlbüschel mit U, 3, &, die Träger der drei 
Punktreihen mit A, B, C bezeichnen so, dass 

der Strahlbüschel W auf die Punktreihe A, 

„ „ B LI0n 2 „ B, 

„ „ C ge „ C 
projektiv bezogen ist. Bezeichnet p einen in der Ebene 
variabelen Punkt und wird | 

Dan sap bh IE 

gesetzt, sind endlich a, b, c die den Geraden a, b, e bez. 
auf den Punktreihen A, B, C zugeordneten Punkte, so sind 
diejenigen Punkte p zu ermitteln, für welche die Punkte 
a, b, c in einer Geraden liegen. Durchläuft nun p eine 
gerade Punktreihe, so beschreiben die Geraden a, b, c Strahl- 
büschel, die Punkte a, b, c Punktreihen, welche zu der von 
p beschriebenen also auch unter einander projektiv sind. Es 
_ werden also auf den Geraden A, B, C, deren Punkte pro- 

jektiv auf einander bezogen sind, solche Tripel zugeordneter 
Punkte gesucht, die in einer Geraden liegen. Indem p die 


gerade Punktreihe durchläuft, bewegt sich die Gerade a b 
3* 
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so, dass sie fortwährend einen Kegelschnitt 8, die Gerade 
ac so, dass sie einen Kegelschnitt K’ berührt. Wenn die 
Punkte a, b, ce in einer Geraden liegen, so’ ist dieselbe ge- 
meinsame Tangente der beiden Kegelschnitte. Nun haben 
KR und 8’ ausser a im allgemeinen höchstens drei gemein- 
same Tangenten. Hieraus folgt, dass die von p durchlaufene 
Gerade höchstens drei Punkte enthält, welchen die gewünschte 
Eigenschaft zukommt. Der geometrische Ort aller Punkte 
von der verlangten Beschaffenheit ist also eine Kurve dritter 
Ordnung. Nehmen wir an, wir hätten zwei Punkte p, und 
p, dieser Curve, so wird die Gerade p, pP, noch einen 
dritten Punkt p, der Kurve enthalten, welcher linear con- 
struiert werden kann, Wie sich nämlich aus dem vo 
stehenden ergiebt, kann diese Aufgabe zurückgeführt werden 
auf die Aufgabe: die vierte gemeinsame Tangente zweier 
algebraisch eindeutig bestimmter Kegelschnitte 8 und 8° zu 
konstruieren, wenn drei gemeinsame Tangenten t,, ta, tz, be- 
kannt sind. Zwei dieser Tangenten: t, und t, werden von 
den übrigen Tangenten des Kegelschnittes 8 in projektiven 
Punktreihen geschnitten, ebenso von den 'Iangenten des 
Kegelschnittes 8“ Hierdurch werden also die Punkte von 
t, in doppelter Weise projektiv auf die Punkte von t, be- 
zogen. Wir haben daher auf t, zwei (incidente) projektive 
Punktreihen, ein Doppelpunkt derselben ist der Schnittpunkt 
(t,, t,), der andere kann daher durch lineare Construktion 
ermitttelt werden. Dem so gewonnenen Punkte entspricht 
auf t, ein und derselbe Punkt in doppelter Weise, und die 
Verbindungslinie der beiden Punkte ist die gesuchte vierte 
gemeinsame Tangente. Den Schnittpunkten a;, D,, c; dieser 
Tangente mit den Geraden A, B, C entsprechen in den 
Strahlbüscheln X, ®3, & bez. die Geraden a,, bz,, €,, welche 
durch den gesuchten Punkt p, der Geraden p,, pa hindurch- 
gehen. 

Zu jedem Punkte p der verlangten Art gehört eine Ge- 
radeg = a bc, und die Gesamtheit dieser Geraden um- 
hüllt eine Kurve dritter Klasse. Wie aus zwei Punkten der 
Kurve dritter Ordnung der auf ihrer Verbindungsgeraden 
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gelegene dritte Punkt durch lineare Construktion gewonnen 
werden Kann, so kann aus zwei Tangenten der Klassenkurve 
(lie dritte durch ihren Schnittpunkt gehende Tangente linear 
 construiert werden. Diese liefert zugleich wieder einen 
neuen Punkt der Ordnungskurve. 

Es ist unmittelbar ersichtlich, dass man in den Fällen 
I b, ec, d durch ganz analoge Construktionen zu neuen 
Elementen der betreffenden Kurven geführt wird, aber auch 
der Fall IL wird durch ähnliche Betrachtungen erledigt. 
Sind nämlich X und 3 die Mittelpunkte der beiden in Be- 
tracht kommenden Strahlbüschel, A und B die Träger der 
beiden Punktreihen, von denen die erste auf den ersten 
Strahlbüschel, die zweite auf den zweiten projektiv be- 
zogen ist, ist ferner p ein in der Ebene veränderlicher 
Punkt, 

p A = a, P 8 = b, 

a der dem Strahle a zugeordnete Punkt der Geraden A, b 
der dem Strahle b zugeordnete Punkt der Geraden B, so 
ist ab = g die dem Punkte p zugehörige Gerade. Be- 
schreibt nun p eine gerade Punktreihe, so durchlaufen a 
und b projektive Punktreihen auf A und B. Es wird da- 
her dreimal vorkommen, dass die Punkte p, a, b in einer 
(reraden liegen, oder dass die Gerade g durch p hindurch- 
geht, und wir können, sobald auf der von p durchlaufenen 
Geraden zwei Punkte bekannt sind, für welche g durch p 
geht, den dritten derartigen Punkt durch lineare Construktion 
ermitteln. 

Eine andere Methode, zu neuen Elementen der Kurve 
zu gelangen, ist die, dass man in einem Punkte die Tan- 
gente construiert und ihren Schnittpunkt mit der Kurve er- 
mittelt, oder dass man, wenn es sich um die Tangenten 
einer Klassenkurve handelt, den Berührungspunkt der 'Tan- 
gente und die von diesem Punkte noch ausgehende Tangente 
ermittelt. 

Alle diese Construktionen setzen voraus, dass man be- 
reits Elemente der Kurve kennt. Dies ist aber der Fall. 
So erkennt man leicht, dass z. B. im Falle la die Punkte 
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W, 8, & der gesuchten Kurve angehören. Im Falle II gilt 
von den Punkten A und ®B dasselbe, ein dritter Punkt lässt 
sich leicht angeben. Dem Schnittpunkte der Geraden A 
und B entspricht nämlich sowohl eine Gerade des Punktes 
A als auch eine solche des Punktes B; diese schneiden sich 
in einem Punkte & der gesuchten Kurve. Ebenso entspricht 
der Geraden AB sowohl auf A als auch auf B ein Punkt; 
die Verbindungsgerade C dieser Punkte ist eine Tangente der 
Klassenkurve, deren Tangenten den Punkten der Ordnungs- 
kurve zugeordnet sind. Die dritten auf den Seiten des 
Dreiecks U, B, & gelegenen Punkte der Kurve dritter 
Ordnung sind die Schnittpunkte 
8 GA, (CAD), AB, O. 

S 17. Ganzandersliegen die Verhältnisse inden Fällen 111. 
Die Betrachtung der Aufgabe, auf welche wir gelegentlich 
der Besprechung des Falles III e geführt wurden, lässt 
leicht erkennen, dass die Construktion von Punkten der ver- 
langten Art allein mit Hilfe des Lineals im allgemeinen 
nicht möglich ist. Man erkennt dies schon daraus, dass es 
vorkommen kann, — nnd dieser Fall ist kein spezieller — 
dass ein reelles System von derartigen Punkten überhaupt 
nicht existiert. Wir nehmen die in $ 14 eingeführte Be- 
zeichnung wieder auf, verstehen aber unter a, a,; b, b,, 
c, c, zunächst variabele Paare zugeordneter Punkte auf 
den Geraden a, A,; a, bı; 6, GC; es ist dann leicht folgendes 
zu erkennen: 

Die Gesamtheit der Geraden aa, umhüllt einen Kegel- 
schnitt 8, die Gesamtheit der Geraden c c, einen Kegel- 
schnitt 8ı. Wenn nun die Gerade b den Kegelschnitt 8, 
die Gerade b, den Kegelschnitt 8ı in reellen Punkten 
schneidet, so zerfällt jede dieser Geraden in zwei Teile 
(b‘ b“ und b‘ b;“) derartig, dass von den Punkten des 
einen Teiles (b‘, bı‘) reelle, von den Punkten des anderen 
Teiles (b“, bı“) imaginäre Tlangenten an die zugehörigen Kegel- 
schnitte gehen. Ist nun die projektive Zuordnung der Punkte 
von b und bı eine solche, dass der der Strecke b’ entsprechende 
Teil von bı ganz in die Strecke bı“ .hineinfällt, so giebt es 
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kein Paar entsprechender Punkte b und b,, von denen der 
erste an den Kegelschnitt 8, der zweite an den Kegelschnitt 
X, reelle Tangenten entsendet. Hieraus folgt die obige Be- 
hauptung ohne Weiteres. Ganz ebenso ist die Unmöglichkeit 
einer linearen Construktion in denFällen IIl a, b, d zuerkennen. 

S$ 18. Wir haben gesehen, dass es möglich ist, jede be- 
liebige Cf.n, (welche nicht zerfällt) vermittelst linearer Con- 
struktion unter Hinzunahme von höchstens einer quadıa- 
tischen zu construieren. Die angegebene Construktion ist 
eine ganz allgemeine, d.h. 

1) jede durch eine solche Construktion erhaltene Figur 
ist eine Of. der verlangten Art und 

2) jede Of. der verlangten Art ist unter den durch solche 
Construktion herstellbaren Figuren enthalten. 

Soll auch die zweite Bedingung erfüllt sein, so ist die 
angegebene Construktion so zu verstehen, dass in allen 
Fällen, in denen zwei Gerade, deren Schnittpunkt ermittelt 
werden soll, zusammenfallen, an die Stelle des Sechnitt- 
punktes irgend ein Punkt dieser Geraden tritt und dass 
ebenso in allen Fällen, in denen zwei Punkte, deren Ver- 
bindungsgerade ermittelt werden soll, zusammenfallen, an 
die Stelle der Verbindungsgeraden eine beliebige durch diese 
Punkte gehende Gerade tritt. 

Ueberhaupt dürfen bei der Construktion die speziellen 
Fälle nicht ausgeschlossen werden. Die Aufgabe, eine all- 
gemeine Construktion anzugeben, welche alle Off. der ver- 
langten Art liefert, in denen nicht verschiedene Öf.-Punkte 
oder Öf.-Gerade zusammenfallen, ist von der von uns behan- 
delten durchaus verschieden. Bei vielen Off. zeigt es sich 
überdies, dass stets gewisse ihrer Geraden oder Punkte zu- 
sammenfallen müssen. Eine dieser Off. ist die von Schroeter 
angegebene 

Beet 5 aaa 
Beten: 6 79 
ee BB 0: Er ES Kae 21 

Will man eine Cf. n, linear construieren, so hat MAT 

bei ihrer Zerlegung in Polygone und der Anordnung dieser 
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Polygone darauf zu achten, dass der Fall III vermieden 
wird, da dieser Fall es in der Regel unmöglich macht, die 
Construktion der Cf. allein mit Hilfe des Lineals zu Ende 
zu führen. Da es in vielfacher Weise möglich ist, die Ele- 
mente des Schemas der Cf. so anzuordnen, dass jede Hori- 
zontalreihe jedes Element einmal enthält, da es ferner be- 
liebig ist, welche beiden Horizontalreihen zur Bildung der 
Polygone verwandt werden, da endlich auch die Reihenfolge 
der Polygone und der Geraden innerhalb derselben ver- 
schiedenartig festgesetzt werden kann, so wird es in den 
meisten Fällen möglich sein, einen der Fälle I und II her- 
beizuführen. Ob dies bei jeder Of. möglich ist oder ob es 
auch solche Off. giebt, bei denen jede Anordnung auf den 
Fall III führt, konnte bisher nicht entschieden werden. 
Bei den meisten Off. scheint es möglich zu sein, durch 
verschiedene Anordnung ihrer Klemente jeden beliebigen 
der Fälle I, II, III herbeizuführen. Ordnen wir in der 
S 2 behandelten Cf. 20, die Elemente in folgender Weise an: 
108312 7 17T 52T 
182.948 7 20." ern 
5.193,18: 6 19 10 era 1008 


19221, 6 17. ARD IE 
in, 10 8 ES 
3,10::8 1.9 7GB 25 
so ergiebt sich. 
17 1) 
Erin =), mh AT, /h ra 
1 


2 
(Fall 1). 
Bei der folgenden Anordnung: 
10-312 7 14 8 16.16 Ber 
18 5.13.20 61912 8 2 40 
51318 61912:.4 7141120 


119,18 19 EG 
17716: 2 15 Bas 
16 2215 3 ES 
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ergiebt sich 


9 1 
U 
2 10 


(Fall 11). 
Bei einer dritten Änordnung 


14° 8=16,19% 52.2015 19 6874er 2 1179228 
2040.49.:19022:4. 14H IV SEE 02-02 
8.19.12, 427 1421120 3.10 EE17.16: 215 
108 3.12 
iese5 19 
518: 18 
endlich wird: 
9 12 
en Gr ee .— I8one — 15 
2 18 


(Fall III). 

Alle diese drei Anordnungsweisen gehen aus einer ein- 
zigen Zerlegung der Of. hervor, nämlich aus der inS2 
zuerst ermittelten Zerlegung in die Polygone 
13717 16 215 3108,47 14 11 2061912551318. 

Die Fälle I und II führten zu der Aufgabe, von einer 
eindeutig bestimmten Kurve dritter Ordnung, von welcher 
gewisse Punkte bekannt sind, weitere Punkte durch lineare 
Construktion zu ermitteln (sowie auf die dual gegenüber- 
stehende Aufgabe). Im allgemeinen genügt es schon, einen 
Punkt der Kurve zu kennen, um aus demselben beliebig 
viele andere abzuleiten, welche die ganze Kurve oder einen 
Zweig derselben so überdecken, dass alle Einntfernungen je 
zweier aufeinanderfolgender kleiner sind als eine beliebig 
klein gegebene Strecke. In besonderen Fällen ist es aber, 
selbst wenn drei Punkte einer eindeutig bestimmten Kurve 
ohne Duppelpunkt bekannt sind, unmöglich, durch lineare 
Construktionen irgend einen anderen Punkt der Kurve zu 
ermitteln. Es wird daher bei jeder &f. die Anwendbarkeit 
der angegebenen Methoden zur linearen Herstellung noch 
einer besonderen Prüfung bedürfen. 


Vıta. 


Natus sum, Ernestus Steinitz, in vico, qui appellatur 
Laurahuette, d. XI1ll Iuni a. h. s. L XXI, patre Sigis- 
mundo, quem morte mihi ereptum valde lugeo, matre 
Augusta e gente Cohn,, Postquam per decem annos Vratis- 
laviae gymnasium Friderici frequentavi, maturitatis testi- 
monium (a. h.s. LXXXX) adeptus sum. Paulo post in 
ordinem philosophorum receptus per octo semestria studiüs 
praecipue mathematieis operam dedi primum Vratislaviae 
deinde Berolini, tum rursus Vratislaviae.. Audivi viros 
illustrissimos: Baeumker, Dieterici, Hintze, Lipps, 
London, Meyer, Milch, Rosanes, Schmarsow, 
Schroeter (Vratislaviae); Aegidi, Delbrueck, Ebbing- 
haus, Frobenius, Fuchs, Grimm, Knoblauch, Kron- 
ocker, Planck, Schwarz (Berolini), @uibus omnibus 
viris gratias ago quam maximas, imprimis lacobo Rosanes, 
quem summa cum benevolentia studiis meis favisse pio 
animo confiteor. 
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Thesen. 


. Die Elemente der Zahlentheorie sollten schon auf der 


Schule gelehrt werden. 

Die Wiedereinführung der lateinischen Sprache als Schrift- 
sprache hätte für die mathematischen Wissenschaften 
viele Vorteile. 

Die Geometrie von n Dimensionen hat als mathematische 
Diseiplin nicht weniger Realität wie die Geometrie von 
drei Dimensionen. 
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